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Légica Proposicional | Proposicdes e conectivos

Definicoes

Proposicao

E uma sentenga que pode ser verdadeira ou falsa (nunca ambos)

Exemplo de proposi¢do verdadeira
1+1=2.

Exemplo de proposicdo falsa

S&o Paulo é a capital do Brasil.

Exemplos que ndo s3o proposi¢oes

Que horas sdo?
Leia isso cuidadosamente.

Proposi¢ées sdo usualmente denotadas por letras mintusculas como p e g. )
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Conectivos

Conectivo de negagdo (—p)

E usado para inverter o valor de uma proposigcdo. Lé-se nio p.

Exemplos de uso

p : Hoje é sexta-feira.

g : Todo homem é mortal.

r : Existem pessoas inseguras.

—p : Hoje ndo é sexta-feira.

—q : Ndo é verdade que todo homem é mortal.
—q : Nem todo homem é mortal.

—q : Existem homens imortais.

-r?
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Conectivos (cont.)

Conjung¢do (p A q)
Ambas as proposi¢cbes devem ser verdadeiras para que a proposicao
composta seja verdadeira. Lé-se p e g.

y

p : Hoje é sexta-feira.
q : Esta chovendo.
p A q: Hoje é sexta-feira e estd chovendo.

Vamos analisar o valor da proposicdo p A g. Se hoje ndo for sexta-feira
entdo p A g é falsa. Caso contrario, suponha que, embora hoje seja
sexta-feira, n3o esteja chovendo. Logo, p A g também serd falsa.
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Légica Proposicional | Proposicdes e conectivos

Conectivos (cont.)

Disjun¢io (p V q)
Pelo menos, uma das proposi¢coes deve ser verdadeira para que a
proposicdo composta seja verdadeira. Lé-se p ou gq.

p : Hoje é sexta-feira.
q : Esta chovendo.
pV g : Hoje é sexta-feira ou estd chovendo.

Vamos analisar o valor da proposicdo p V q. Se hoje ndo for sexta-feira
entdo ndo podemos afirmar que p V g é falsa. Agora suponha que, embora
hoje n3o seja sexta-feira, esteja chovendo. Logo, p V g serd verdadeira.
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Conectivos (cont.)

Implicagdo (p — q)

Ea proposicdo que é falsa sempre que p for verdadeira mas g for falsa e,
nos demais casos é verdadeira. p é dito hipdtese (premissa) e g é
conclusdo (conseqiiéncia). Lé-se p implica g.

Exemplo

| \

p : Hoje é sexta-feira.
q : Estd chovendo.
p — q : Hoje é sexta-feira implica que estd chovendo.

\,

Vamos analisar o valor da proposicdo p — g. Suponha que hoje seja
sexta-feira mas ndo esteja chovendo. Neste caso, p ndo implica em que g,
portanto, p — q é falsa. Os demais casos, ndo sdo tdo intuitivos. Veja: se
hoje ndo for sexta-feira, ndo importa se esteja ou ndo chovendo, a
proposicdo p — q é verdadeira.
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Conectivos (cont.)

Outro exemplo de implicagdo

p : O chio estd molhado.
q : Estd chovendo.
p — g : O ch3o estd molhado implica que estd chovendo.

Vamos analisar o valor da proposi¢cdo p — g. Se o ch3o n3o estiver
molhado entdo n3o importa se esteja ou nao chovendo, p — q serd
verdadeira. Agora, é possivel da proposicdo p — g ser falsa? Sim! E
possivel que o ch3o esteja molhado mas n3o esteja chovendo! Por outro
lado, a proposicdo g — p é sempre verdadeira!

Outras formas de se expressar a implicag3o:

Se p entdo g. Ou ainda, Se p e q.

p somente se q

p é suficiente para g (ou ainda, g é necessario para p).
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Conectivos (cont.) Ordem de Precedéncia dos Conectivos

Biimplicagdo ou equivaléncia (p < q) Ordem de Precedéncia

—
—

E a proposicdo que é verdadeira se p e g tiverem os mesmos valores e é parenteses internos

falsa, em caso contrario. Lé-se p se e somente se q. - negagdo

’ A conjun¢do
V_disjungio
p : O chio estd molhado. —  implicagdo

q : Esta chovendo.
p < g : O ch3o estd molhado se e somente se estd chovendo.

Outras formas de se expressar a biimplicago:
p € necessario e suficiente para g.
Se p entdo g e vice-versa.
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Definicao

Tabela-Verdade (cont.)

Tabela-verdade

E uma forma organizada de mostrar o relacionamento entre os valores das
proposi¢cdes. Cada linha mostra uma combinagdo possivel de valores das

< <
<l N <|e
M

proposicdes e cada coluna refere-se a uma proposicdo. F
F
P | P Tabela 2: Tabela-Verdade da Conjuncio
V| F
Fl|V

Tabela 1: Tabela-Verdade da Negagdo
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Tabela-Verdade (cont.) Tabela-Verdade (cont.)
Plqg|pPVg Pplg|P—q
V|V \% V|V \%
VI|F \% V|F F
F|lV \Y FlV V
F|F F F|F \Y
Tabela 3: Tabela-Verdade da Disjunc¢éo Tabela 4: Tabela-Verdade da Implicacdo
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Tabela-Verdade (cont.) Inversa da implicagdo e Contrapositiva

Oposto da Implicagdo

\% g — p é o oposto da implicagdo p — q.

F Inversa da Implicacdo
\% —-p — —q é a inversa da implicagcdo p — g.

< <
i< M <l
M

Tabela 5: Tabela-Verdade da Biimplicagao

Contrapositiva

—q — —p é a contrapositiva de p — g.

Dé a tabela-verdade do oposto, da inversa e da contrapositiva. Compare
com a tabela-verdade da implicagdo.
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Légica Proposicional | Equivaléncias Proposicionais

Tautologia, contradicdo e equivaléncia légica

Tautologia e contradicio

Tautologia é uma proposicdo composta que é sempre verdade, ndo
importando os valores das proposi¢cdes contidas nela. J& uma contradicao
é aquela que é sempre falsa.

Equivaléncias Légicas (p < q)

Lé-se p e g sdo logicamente equivalentes. p < g se p e g tém os mesmos
valores, ou seja, se p <> g é uma tautologia.

| A

Exemplos

(p—q) < (-pVa).

pV —p é uma tautologia.
p A —p é uma contradigdo.
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Forma Normal Conjuntiva

Um literal é uma varidvel proposicional ou a negacdo de uma delas.

Clausula Disjuntiva

E uma férmula proposicional envolvendo apenas literais e o conectivo de
disjun¢do, sem repeticdo de varidveis proposicionais.

J
Forma Normal Conjuntiva
Uma férmula proposicional estd na forma normal conjuntiva (FNC) se é a
conjungdo de cldusulas disjuntivas, sendo que nenhuma delas esta contida
na outra.

.

Exemplo de FNC

—~rA(pVqV=r)A(=pVq)

\,
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Exemplos de equivaléncias légicas

equivaléncia nome
ANT & . . .
p P leis da identidade
pVF&p
ZX ,7__—2:_- leis da dominancia
ANp & . . N
PAP=p leis da idempoténcia
pVpep
—(-p)ep leis da dupla negacio
N A . .
pPAG<qAp leis comutativa
pVgs&qVp

(PAG)NrEpA(gAT
(pvg)VrepV(gVr
pA(gVvr)e (pAg)V
pv(gnar) < (pPVa) A

leis da associatividade

leis da distributiva

~(pVaq) e —pA-q
~(pAPpP)= PV g
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leis de De Morgan

Légica Proposicional | Formas Normais

Forma Normal Disjuntiva

Clausula Conjuntiva

E uma férmula proposicional envolvendo apenas literais e o conectivo de
conjungdo, sem repeticdo de varidveis proposicionais.

ot
Forma Normal Disjuntiva

Uma férmula proposicional estd na forma normal disjuntiva (FND) se é a
disjuncdo de cldusulas conjuntivas, sendo que nenhuma delas estd contida
na outra.

Exemplo de FND

(pAgA=r)V(=pAaq)

\,

Dada uma férmula proposicional, como obter uma férmula equivalente na
FND?
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Tranformando em Forma Normal Disjuntiva

@ escreva a tabela-verdade da férmula f;
@ escreva uma cldusula conjuntiva para cada linha da tabela, cuja
valoragdo das varidveis da valor-verdade 1 para f, da seguinte forma:
o inclua as varidveis que tém valor-verdade 1 na clusula;
o inclua a negagdo das varidveis que tém valor-verdade 0;
© a férmula equivalente a f na FND consiste na disjun¢do das cldusulas
conjuntivas obtidas no passo (2).

FND: (=p A =q) V (=p A q) V (p A —q).

= OoO|l=loOola
o=

ROl Oo|T

Alternativamente, pode-se obter a FND aplicando as leis de equivaléncia. J
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Colecdo funcionalmente completa

Funcionalmente completa

E uma colegcdo de operadores l6gicos (conectivos) na qual qualquer
proposi¢do possui uma proposicao equivalente envolvendo apenas estes
operadores.

=, A e V formam uma colegdo funcionalmente completa. J

Mostre que — e A também formam uma cole¢do funcionalmente completa.J

Mostre que — e VV também formam uma cole¢do funcionalmente completa.J

Mostre que o operador NOR é funcionalmente completo. p NOR g é
verdadeiro se e somente se ambos p e g forem falsos.
E. Hoshino (DCT-UFMS) Légica fevereiro de 2011 23 / 59

Légica Proposicional | Formas Normais

Tranformando em Forma Normal Conjuntiva

@ escreva a tabela-verdade da férmula f;
@ escreva uma cldusula disjuntiva para cada linha da tabela, cuja
valoragdo das varidveis da valor-verdade 0 para f, da seguinte forma:
o inclua as varidveis que tém valor-verdade 0 na cldusula;
o inclua a negacdo das varidveis que tém valor-verdade 1;
@ a férmula equivalente a f na FND consiste na conjun¢do das
cldusulas disjuntivas obtidas no passo (2).

Alternativamente, pode-se obter a FNC aplicando as leis de equivaléncia. J
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Exercicios

@ Escreva as sentencas a seguir em linguagem simbdlica, usando
sentengas atémicas e conectivos:
@ Se Antonio estd feliz entdo a esposa de Antdnio nio estd feliz e se
Antdnio n3o esta feliz entdo a esposa do Antdnio n3o estd feliz.
Tereza vai ao cinema somente se o filme for uma comédia.
Ou Capitu é ou n3o é a criagdo mais notdvel de Machado de Assis.
N3o é verdade que Machado de Assis escreveu ou ndo escreveu poesias.
Uma condig3o suficiente para x ser impar é x ser primo.
Ou x é positivo ou x é negativo, nunca ambos.
@ Determine se a sentenga é uma tautologia, contradi¢do ou
contigéncia:
® (p—q) = (=pVa)
2] (a/\ﬁb)\/(ﬁa/\b)<—> —b:;
© D& a contrapositiva de cada uma das seguintes implicacGes:
@ Se nevar hoje, irei esquiar amanh3.
@ lIrei a aula se brincadeiras estiverem programadas.
© Um inteiro positivo é primo somente se ele nao tiver divisores diferentes
que 1 e ele mesmo.

90000

E. Hoshino (DCT-UFMS) Légica fevereiro de 2011 24 /59



Légica Proposicional | Exercicios Légica Proposicional | Exercicios

Exercicios Exercicios
© Mostre que cada uma das seguintes implicagdes é uma tautologia @ Para cada uma das proposi¢coes use identidades para encontrar
usando tabela-verdade: proposi¢cdes equivalentes com somente — e A e que sejam as mais

@ [-pA(pV ) — g simples possiveis:
9 [(p=a)n(g—n]—(p—r) Q@ pVqV-r
9 [pA(P—q)— g @ pV(-gAr)—pl;
O [(pva)A(p—=r)A(g—=r)]—r @ p—(q9—p)

© Mostre usando tabela-verdade as leis de equivaléncia Iégica. @ Para cada uma das proposicdes use identidades para encontrar

proposi¢des equivalentes com somente — e V e que sejam as mais
simples possiveis:

O (pPAg)A-p;

9 [p—(qv-n]A-prag

@ ~pA-gA(-r—p).
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Exercicios Exercicios
© Mostre as seguintes tautologias, simplificando o lado esquerdo para a @ Um conjunto de proposi¢des é consistente se existir uma associa¢do
forma do lado direito usando identidades: de valores para suas varidveis que torna cada uma das proposi¢cdes do
O [(PAg) > p) e T; conjunto verdadeira. Verifique se as seguintes proposi¢des formam um
@ ~(=(pV q) = —p) & F; sistema consistente:
Q@ [(p— - pP)A(-p—p) < F. @ "O sistema estd no estado multiusudrio se e somente se ele estd

operando normalmente. Se o sistema estd operando normalmente, o

© O operador nand (]) é definido pela seguinte tabela-verdade: ! ! '© ) ! '
kernel estd funcionando. O kernel n3o estd funcionando ou o sistema

p|q]rlg estd no modo de interrupgdo. Se o sistema n3o estd no estado

0/0)1 multiusdrio ent3o ele estd no modo de interrupcdo. O sistema n3o estd

011 no modo de interrup¢do.”

101 @ “Se o sistema de arquivos n3o estd bloqueado entdo novas mensagens

11110 serdo enfileiradas. Se o sistema de arquivos ndo esta bloqueado, entdo
Mostre que: o sistema esta funcionando normalmente e vice-versa. Se novas

. mensagens nao estdo sendo enfileiradas entdo eles serdo enviados para
O plp < —p;

o buffer de mensagens. Se o sistema n3o estad bloqueado entdo novas
mensagens serdo enviadas para o buffer de mensagens. Novas
mensagens n3o serdo enviadas para o buffer de mensagens.”

9 plg= ~(pAg)
O (plp)l(alg) & pV g;
@ (pl9)l(plg) & pAq.
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Varidveis e Predicados

Predicado (P(x))

E uma propriedade sobre uma varidvel x e, portanto, tem um valor
verdadeiro ou falso quando um valor é associado a varidvel. P(x) também
é conhecido como o valor da fungdo proposicional P em x.

Considere P(x) denotando a sentenca x > 3. Portanto, P(2) é falso e
P(4) é verdadeiro.

Um predicado pode envolver mais de uma variavel. Por exemplo, um
predicado Q(x,y,z) pode denotar a sentenca x = y + z.
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Universo do Dominio e Quantificadores (cont.)

Considere que:

@ P(x) denota “x estudou Calculo”;
@ o universo do discurso consista de todos os estudantes de FTC.

VxP(x) equivale a “todo estudante de FTC estudou Célculo”.
IxP(x) equivale a “algum estudante de FTC estudou Célculo”.

Se
@ S(x) denota “x estuda FTC";
@ o universo do discurso consista de todos os estudantes.
Vx(S(x) — P(x)) equivale a “todo estudante de FTC estudou Calculo”.

V.
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Universo do Dominio e Quantificadores

Universo do Dominio (do discurso)

E o dominio das varidveis.

Quantificadores

S3o expressdes usadas nas sentencas para especificar a que elementos do
universo do dominio o predicado se aplica. .

\,

Quantificador Universal (VxP(x))

E usado para especificar que o predicado se aplica a todos os elementos do
dominio. Lé-se para todo x vale P(x).

Quantificador Existencial (3xP(x))

E usado para especificar que o predicado se aplica a algum elemento do
dominio. Lé-se existe algum x tal que P(x).
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Universo do Dominio e Quantificadores (cont.)

Considere que:
@ P(x) denota “x > 2";
@ 0 universo do discurso consista de todos os nimeros inteiros.

VxP(x) é falso, uma vez que existem inteiros para os quais P(x) é falso.
Portanto, IxP(x) é verdadeiro.
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Outros Quantificadores

Quantificador de Unicidade (3!xP(x))

E usado para especificar que o predicado se aplica a exatamente um dnico
elemento do dominio. L&-se existe um dnico x tal que P(x).

v

Considere que:

@ P(x,y) denota “x.y = x";
@ o universo do discurso consista de todos os nimeros inteiros.

3lyVxP(x, y) é verdadeiro, uma vez que 1 é o dnico elemento neutro da
multiplicacdo.

O quantificador de unicidade pode ser substituido por outros
quantificadores e pelo uso de I6gica proposicional (veja exercicios!).

E. Hoshino (DCT-UFMS) Légica fevereiro de 2011 33 /59

Légica de Predicados | Exercicios

Exercicios

© Determine quais das seguintes proposicdes sdo verdadeiras se o
universo do dominio s3o os inteiros e . denota a operagdo de
multiplicagdo:

@ Vxdy[x.y =0];
Q@ VxIdy[xy =1];
Q@ IyVx[xy =1];
QO Jydx[x.y = x].

© Considere Z o universo do discurso e P(x,y, z), E(x,y) e G(x,y)
denotando xy = z, x =y e x >y, respectivamente. Transcreva cada
uma das proposicdoes em notacdo de ldgica:

@ Se y =1 entdo xy = x para qualquer x.
O Sexy #£A0entdox#0ey #0.
© Sexy=0entdiox=0o0uy=0.
O 3x = 6 se e somente se x = 2.
© Nio existe solucdo para x2 = y a menos que y > 0.
@ N3&o pode acontecer x =y e x < y.
@ Se x < y entdo para algum z tal que z < 0, xz > yz.
© Existe um x tal que para todo y e z, xy = xz.
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Exercicios

@ Expresse cada uma das sentengas como uma expressao ldgica,
considerando o universo do discurso, o conjunto de todas as pessoas,
e usando os predicados indicados:

@ "Toda pessoa tem exatamente um melhor amigo”.
@ B(x,y):y é o melhor amigo de x.
@ "Se uma pessoa é do sexo feminino e tem filhos ent3o esta pessoa é
mae de alguém”.
¢ F(x): x é do sexo feminino;
¢ P(x): x tem filhos;
o M(x,y):y é mie de x.

@ (ordem dos quantificadores) Qual o valor de cada uma das sentencas
se o universo do discurso é o conjunto dos inteiros e Q(x,y) denota
x+y =07

O VxIyQ(x, y);
@ IyVxQ(x,y).
© (negando quantificadores) Escreva sentencas equivalentes a:
@ —3IxP(x);
@ VxP(x).
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Exercicios

Q Coloque os seguintes em notagdo légica. Escolha predicados de modo
que cada assertiva tenha pelo menos um quantificador:
@ Existe um e apenas um nimero primo par.
® Nenhum ndmero impar é par.
® Todo trem é mais rapido que alguns carros.
@ Alguns carros sdo mais lentos que todos os trens mas pelo menos um
trem é mais rdpido que todo carro.

@ Qual o valor I6gico de cada uma das proposicdes se Z é o universo do
discurso?

Vx3dy(x +y = x);

Vx3y(x +y =0);

IyVx(x +y = x);

IyVx(x +y = 0);

Vx[x <0—3y(y >0Ax+y=0);

IxTy(x® = y).

0060006
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Exercicios

© Qual o valor-verdade das seguintes sentencas?
@ 3IIxP(x) — IxP(x);
@ VxP(x) — IxP(x);
@ I'x—P(x) — —VxP(x);
© Escreva 3!xP(x), cujo universo do dominio consiste dos inteiros 1,2 e
3, usando apenas os quantificadores existenciais, universais e
conectivos de negacdo, conjungdo e disjun¢io.
@ Faca o mesmo que no exercicio anterior, mas desta vez considerando
o universo do dominio sendo o conjunto dos inteiros.
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Regras de Inferéncia

Modus Pones

E a base das regras de inferéncia e dada pela tautologia

(pA(P—q))—q.

Dada uma implicagdo, se ela e sua hipdtese sdo verdadeiras entdo sua
conseqiiéncia também o é.
E escrita na forma

p—q
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Teoremas, axiomas e Inferéncia légica

Teorema

E uma senten¢a que pode ser mostrada ser verdadeira.

Prova

E uma seqiiéncia de afirma¢Ges que formam um argumento para
demonstrar a veracidade de um teorema.

)
Axiomas ou postulados

S3o afirmacdes sobre estruturas matemdticas, que s3o consideradas
verdadeiras e usadas como hipéteses na prova de outros teoremas.

J
Regras de inferéncia

Mecanismos para se obter conclusGes sobre outras assertivas, que juntas
formam os passos de uma prova.
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Outras Regras de Inferéncia

regra tautologia nome
p -
— | p—(pVg adigdo
..pVg ( )
A
AL (PAg)—p simplificacdo
)
-q
p—4q
— | [gA(p—=q)] — —p modus tollens
—p
p—4q
q—r o L
— | [(p—=qg)A (g —r)] = (g — r) | silogismo hipotético
Sp—r
pVgq
-p I L
—— | [(pVg)V-pl—gq silogismo disjuntivo
g
Demonstre a validade das regras! |
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Mais regras de inferéncia Exemplos

regra tautologia nome AT A :
g g Qual das regras de inferéncia é usada no seguinte argumento?
p

q “Se chover hoje entdo n3o teremos churrasco hoje. Se n3o tiver churrasco
[(P)A(@)]— (PAQq) conjungdo hoje entdo teremos churrasco amanha. Portanto, se chover hoje entdo
C.PAQ ~n
teremos churrasco amanha.
pVaq
—pVr 2 5 Acvfi 2 R
———— | pV @) A(=pVr)] — (qVr) | resolucio @ Um argumento construido usando regras de inferéncia é dito ser
SqVr vélido.
Exemplifique as regras! J @ Quando_ todas as proposi¢des usadas em um argumento sdo
verdadeiras, obtém-se uma conclusdo correta.
@ Note que um argumento vélido pode levar a conclusdes incorretas se
uma ou mais proposicdes falsas sdo usadas no argumento !
Exemplo de argumento valido e conclusdo incorreta
“Se 101 é divisel por 3 entdo 1012 é divisivel por 9. 101 é divisivel por 3.
Consequentemente, 1012 é divisivel por 9."
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Falacias Usando regras de inferéncias

Dedugio (P1, Pa,...,P, = P)

E um tipo de raciocinio incorreto que leva a conclusdes erradas. Regras de inferéncias podem ser aplicadas para construir um argumento
vélido para a conclusdo P a partir das hipdteses Py, Pa, ..., Pp.
Equivale a provar que

“Se vocé resolver todos os exercicios do livro-texto entdo vocé aprendera
matemdtica discreta. Vocé aprendeu matemadtica discreta. Portanto, vocé
resolveu todos os exercicios do livro-texto.”

PiANPyAN...\NP,— P.

Isso é feito construindo-se uma seqiiéncia de argumentos, A3, As, ..., Ak,
O exemplo acima trata-se de um erro comum ao usar a proposicdo onde:
@ cada A;

@ ou é um argumento da hipétese;
@ ou é o resultado da aplicagdo de alguma regra de inferéncia ou
) identidade em Aj,...,Ai_1;

e eA=P.

[(p—aq)Adl—p

como uma tautologia!

V.
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Usando regras de inferéncias Usando regras de inferéncias

Exemplo 1 Exemplo 2

Mostre que as hipdteses “Ndo esta ensolarado hoje a tarde e estd mais frio
(FVA)— M,M — P,-P F —A. o : _— =
que ontem”, “lremos nadar somente se estiver ensolarado”, “Se n3o
(1) (FVA)— M hipétese formos nadar, entdo pegaremos uma canoa” e “se pegarmos uma canoa
2 M-—P hipétese entdo ficaremos em casa até o por-do-sol” levam a conclusdo “Ficaremos
(3) (FVA)— P silogismoem (1) e (2) em casa até o por-do-sol”.
4 -P hiptese
(5) ~(FVA)  modus tollens em (3) e (4)
(6) —-FA-A lei de Morgan em (5) Considere
(1) -A simplificacdo em (6) @ p: estd ensolarado hoje a tarde;

g: esta mais frio que ontem;
r: iremos nadar;

¢ ¢ ¢ ¢

S. pegaremos uma canoa;
t

: ficaremos em casa até o por-do-sol.
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Usando regras de inferéncias Exercicios

@ Para cada conjunto de hipéteses dados, decida se é possivel chegar a

Queremos argumento vlido para alguma conclusdo e, nesse caso, descreva-a. Justifique sua resposta.
Ou estou gorda ou magra. Com certeza eu ndo estou magra.
PAGT =BT =58 = ER / g Se eu corrir fico sem fglego. Eu n3o estou sem folego. ¢
@ Céu azul me deixa feliz e céu nublado me deixa triste. O céu estd azul
(1) —-pAg hipétese ou nublado.
(2 -p simplificagdo de (1) O Se meu programa funciona, eu estou feliz. Se eu estou feliz, o sol
3) r—p hipétese brilha. S3o 11 horas da noite e estd muito escuro.
(4) -r modus tollens usando (2) e (3) © Justifique cada passo na seqiiéncia de demonstracdo da proposicdo:
(5) —-r—s hipétese [A=(BVOIA-BA=C—-A
(6) s modus ponens usando (4) e (5) 9 A—(BV()
(7) s—t  hipbtese g ﬁlg
(8) t modus ponens usando (6) e (7) ) @ “BAC
0 ~(BVC()
Um meio alternativo de mostrar que uma implica¢do é vélida é usando o —A.
tabela-verdade. No exemplo, a tabela-verdade teria 32 linhas !
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Exercicios

© Prove que cada uma das proposicoes é valida:
@ AAN(B— A)— -B;
@ A—=BANA—=(B—=CO)]—= (A= ()
©@ “AN(AVB)— B;
QO A—-(B—C)A(AV-D)AB — (D — C);
© Formule os seguintes argumentos na notagdo de légica de predicados
e fornega uma demonstra¢do da validade de sua conclus3o:

9 Se o programa é eficiente ent3o ele executa rapidamente. Ou o
programa é eficiente ou ele tem algum bug. No entanto, o programa
n3o executa rapidamente. Logo, ele tem um bug.

@ Se José levou as jéias ou a Sra Krasov mentiu entdo foi cometido um
crime. O Sr. Krasov n3o estava na cidade. Se um crime foi cometido,
entdo o Sr. Krasov estava na cidade. Portanto, José n3o levou as jdias.

o N3o é verdade que, se as tarifas de energia elétrica subirem, ent3o o
uso diminuird, nem é verdade que ou novas usinas serdo construidas ou
as contas n3o serdo pagas com atraso. Portanto, o uso n3o vai
diminuir e as contas serdo pagas com atraso.
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Regras de Inferéncia para predicados e quantificadores

@ instanciagdo universal:

@ generalizag¢do universal:

P(c) para c arbitrério
. VxP(x)

@ instanciagdo existencial:

IxP(x)
*. P(c) para algum ¢

@ generalizagdo existencial:

P(c) para algum ¢
.. 3xP(x)
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Exercicios

@ Use légica proposicional para provar que o argumento do advogado de
defesa enunciado no inicio do curso é vilido.

Problema de Ldgica

Vocé foi convocado a participar do jdri em um processo criminal. O
advogado de defesa apresentou o seguinte argumento:

“Se meu cliente fosse culpado, a faca estaria na gaveta. Ou a faca n3o
estava na gaveta ou Jason Pritchard viu a faca. Se a faca n3o estava |4 no
dia 10 de outubro, segue que Jason Pritchard ndo viu a faca. Além disso,
se a faca estava |a no dia 10 de outubro, entdo a faca estava na gaveta e o
martelo estava no celeiro. Mas todos sabemos que o martelo ndo estava
no celeiro. Portanto, senhoras e senhores do jiri, meu cliente é inocente.”

4
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Exemplo 1

Exemplo de instanciagdo universal

“Todos os alunos de FTC s3o alunos do curso de computagdo”, “Maria é
aluna de FTC", portanto, “Maria é aluna do curso de computagdo”.

Solugdo
Considere:
@ D(x): “x é aluno de FTC";
@ C(x): “x é aluno do curso de computagio”.
Queremos provar que Vx(D(x) — C(x)), D(Maria) = C(Maria).

(1) Vx(D(x) — C(x)) hipétese

(2) D(Maria) — C(Maria) instancia¢do universal de (1)
(3) D(Maria) hipétese

(4) C(Maria) modus ponens usando (2) e (3)

\,
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Exemplo 2

“Um estudante desta sala ndo leu o livro-texto” e “Todos estudantes desta
sala passaram no primeiro exame” implica que “algum estudante que
passou no primeiro exame n3o leu o livro-texto”.

4

Considere:

@ B(x): “x leu o livro-texto”;
@ C(x): “x é estudante desta sala”;

@ D(x): “x passou no primeiro exame”.
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Exemplo 2 (cont.)

Queremos provar que
Ix(C(x) A =B(x)),Vx(C(x) — D(x)) F Ix(D(x) A =B(x)).

(1) 3x(C(x) A=B(x))) hipdtese

(2) C(a)A—B(a) instanciacdo existencial de (1)
(3) C(a) simplificagdo de (2)

(4) Vx(C(x) — D(x)) hipétese

(5) C(a) — D(a) instanciacdo universal de (4)
(6) P(a) modus ponens de (3) e (5)

(7) -B(a) simplificagdo de (2)

(8) p(a) A—B(a) conjuncio de (6) e (7)

(9) 3x(D(x) A B(x)) generalizag3o existencial de (8)
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Outras regras de inferéncia

Regras de inferéncia da ldgica proposicional podem ser combinadas com
aquelas dos quantificadores.

@ modus ponens universal:

Yx(P(x) = Q(x))

P(a), para algum a

- Q(a)

@ modus tollens universal:

Vx(P(x) = Q(x))
—Q(a), para algum a
=P
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Exemplo de uso do modus ponens universal

Considerando que “Para todo inteiro positivo maior que 4 tem-se que n? é

menor que 2", mostre que 1002 < 2100,

Considere
@ P(n): “n>4";
o Q(n): “n? < 2N
Queremos provar que Yn(P(n) — Q(n)), P(100) - Q(100).

(1) Vn(P(n) — Q(n)) hipStese
(2) P(100) hipétese
(3) Q(100) modus ponens universal de (1) e (2)
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Exercicios Exercicios
© Para cada conjunto de hipdteses dados, decida se é possivel chegar a © Prove que cada uma das proposi¢coes é valida:
alguma concluséo e, nesse caso, descreva-a. Justifique sua resposta. @ VxP(x) — Vx[P(x) vV Q(x)];
@ Todas as flores sdo plantas. Amores-perfeitos s3o flores. @ VxP(x) A 3xQ(x) — Ix[P(x) A Q(x)];
@ Todas as flores sdo vermelhoras ou roxas. Amores-perfeitos sio flores. @ IxIyP(x,y) — Jy3IxP(x,y);
Amores-perfeitos ndo s3o roxos. Q YxVyQ(x,y) — VyVxQ(x,y);
© Algumas flores sdo roxas. Todas as flores roxas sdo pequenas. 9 VxP(x) A 3x=P(x) — 3IxQ(x).
@ Algumas flores sdo vermelhas. Algumas flores s3o roxas. © Formule os silogismos perfeitos de Aristételes na notagdo de légica de
Amores-perfeitos so flores. predicados e forneca uma demonstracdo de sua validade:
@ Algumas flores sdo vermelhas e tém espinhos. Todas as flores com Bérbara Todos os M sdo P. Todos os S sdo M. Portanto, todos os S sio P.
espinhos cheiram mal. Toda flor que cheira mal é erva daninha. Celarent Nenhum M é P. Todos os S sdo M. Portanto, nenhum S é P.
© Justifique cada passo na seqliéncia de demonstracdo da proposi¢do: Darii Todos os M sdo P. Algum S é M. Portanto, algum S é P.
Ix[P(x) — Q(x)] — [VxP(x) — IxQ(x)] Ferio Nenhum M ¢ P. Algum S é M. Portanto, algum S n3o é P.
@ Ix[P(x) — Q(x)] © Prove que a proposicdo é vélida ou encontre uma interpretagdo na
@ P(a) — Q(a) qual ela é falsa:
@ VxP(x) ® Ix[R(x) A S(x)] — IxR(x) A 3xS(x);
QO P(a) @ Ix[R(x) V S(x)] — IxR(x) Vv IxS(x);
o Q(a) 9 IxVyQ(x,y) = VyIxQ(x, y);
O IxQ(x). O VxP(x) V IxQ(x) — Vx[P(x) V Q(x)].
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Exercicios

© Verifique se os seguintes sdo logicamente equivalentes:
@ VxP(x) VvV VxQ(x) e Vx[P(x) V Q(x)];
@ VxP(x) VVxQ(x) e VxVy[P(x) V Q(¥)]:
@ IxP(x) A IxQ(x) e Ix[P(x) A Q(X)];
Q VxP(x) A IxQ(x) e VxIy[P(x) A Q(¥)]:
9 VxP(x) V 3IxQ(x) e VxIy[P(x) V Q(y)].
@ Uma proposicdo estd na Forma Normal Prenex (PNF) se e somente

se é da forma: Q1x1 Qoxa ... QuxxP(x1, X2, ..., xk) onde cada Q;,
i=1,2,...,k, é um quantificador existencial ou universal e
P(x1,X2,...,%k) é um predicado que n3o envolve nenhum

quantificador. Coloque cada uma das seguintes proposicdes em PNF:
@ IxP(x) V IxQ(x) V A, onde A é uma proposicio ndo envolvendo
quantificadores;
@ —(VxP(x) V VxQ(x));
@ IxP(x) — IxQ(x).

E. Hoshino (DCT-UFMS) Légica fevereiro de 2011 59 / 59



	Tópicos
	Lógica Proposicional
	Proposições e conectivos
	Tabela-Verdade
	Equivalências Proposicionais
	Formas Normais
	Exercícios

	Lógica de Predicados
	Variáveis e Predicados
	Quantificadores
	Exercícios

	Inferência lógica
	Regras de Inferência
	Construção de Argumentos Válidos
	Regras de Inferência para predicados e quantificadores
	Exercícios


